474

feldes B. Aus (50) folgt dann fiir das Beweglich-

keitsverhaltnis

w5 (B) "
“B)  r (B =0
In Abb. 12 sind die Ergebnisse der numerischen
Auswertung ! des Integralausdrucks (22) mit (23)
und (24) fir den Widerstand rechteckférmiger Pro-
ben in einer Kurvenschar zusammengestellt. Aufge-
tragen wurde der Geometriefaktor o(B)/0(0) - r(B)
iber tg ®. Kurvenparameter ist das Seitenverhalt-
nis a/b. Fiir kleine HaLL-Winkel ©@ verlaufen alle
Kurven quadratisch in 6, wihrend fir tg®@>1
das bereits diskutierte lineare Verhalten in tg @ er-
kennbar ist. Die in Abb. 12 zusammengefaliten nu-
merischen Auswertungen bilden eine Abrundung der
theoretischen Behandlung des Geometrieeinflusses
auf den transversalen Widerstandseffekt rechteckfor-
miger Halbleiterplatten. Sie erschlieBen quantitativ
den durch die hergeleiteten analytischen Entwick-
lungsausdriicke nicht erfaften Ubergangsbereich
zwischen kleinen und grofilen Hari-Winkeln € in
Abb. 9.

Die gewonnenen theoretischen Ergebnisse stehen
in quantitativer Ubereinstimmung mit den Messun-
gen des Widerstandseffektes an rechteckformigen
Proben aus Indiumantimonid nach Werss und WEL-
KER 2.

"' Fiir die numerische Auswertung der Integrale (23) und

(24) danken wir den Herren H. Horrmany und G. ZecLiy
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Abb. 12. Geometriefaktor ¢ (B) /o (0) -r(B) rechteckiger Halb-
leiterplatten als Funktion von tg ® mit a/b als Parameter.
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Die Hari-Spannung einer rechteckigen, stromdurchflossenen Halbleiterplatte im transversalen
Magnetfeld wird durch Losung des Potentialproblems berechnet. Der sich fiir die Hari-Spannung
ergebende Ausdruck ist das Produkt aus der HaLi-Spannung der unendlich langgestreckten Platte
und einer Geometriefunktion, die vom Seitenverhiltnis a/b des Rechtecks und dem Harr-Winkel ¢
abhingt. Fiir kleine und groe HarL-Winkel werden analytische Ausdriicke fiir die Geometriefunk-
tion abgeleitet, wihrend das Ubergangsgebiet zwischen kleinen und groBen ©@-Werten durch numeri-
sche Auswertung der in der Geometriefunktion auftretenden Integrale erschlossen wird.

Der bekannte Ausdruck fiir die Harr-Spannung
eines Elektronenleiters im transversalen Magnetfeld B

Ry 3
Uho="J"isB 1)

gilt nur fir unendlich langgestreckte Platten. Hierin
ist R, die Havrr-Konstante des Elektronenleiters,
d die Dicke der Platte und i, der die Probe durch-
flieBende Steuerstrom. Bei rechteckigen Halbleiter-
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platten endlicher Seitenabmessungen a und b nach
Abb. 1 tritt in der Mitte der Platte zwischen den
Punkten P und Q eine Harr-Spannung U, auf, die
nicht mehr durch Gl. (1) beschrieben wird ! 3 4.

B

Abb. 1. Rechteckige, stromdurchflossene Halbleiterplatte im
transversalen Magnetfeld B.

Die Ableitung von Gl. (1) beruht auf der wesent-
lichen Voraussetzung, dafl zwischen den beiden punkt-
formigen Havr-Elektroden P und Q der Stromdichte-
vektor nur eine Komponente in Léngsrichtung der
Platte besitzt. In einer rechteckigen Platte mit end-
lichem Seitenverhiltnis a/b, bei der sich die metal-
lisch leitenden Stromelektroden (hohe Leitfahigkeit
bei kleiner Elektronenbeweglichkeit) iiber die ge-
samte Breite b der Platte erstrecken, werden die
Strombahnen durch das Magnetfeld seitlich abge-
dréngt 3. Der Stromdichtevektor bekommt dadurch
eine Querkomponente, so dal} die Voraussetzung fiir
die Giiltigkeit von Gl. (1) nicht mehr erfillt ist.

Ausgehend von der Losung des Potentialproblems
einer stromdurchflossenen Platte im transversalen
Magnetfeld > ¢ wird im folgenden die in der Mitte
einer rechteckigen Halbleiterplatte mit den Seiten-
abmessungen a und b auftretende Harr-Spannung U,
berechnet. In die Berechnung gehen als elektrische
Eigenschaften des Halbleitermaterials Hawrr-Kon-
stante Ry, und Leitfahigkeit o ein, wobei ¢ wegen
des physikalischen Widerstandseffektes als Funktion
von B, also 6 =0(B) gegeben ist.

1. Grundlagen

Die rechteckige Halbleiterplatte mit den Seiten a
und b und der Dicke d liege parallel zur xy-Ebene

1 J.IsenBerG, B. R. RusseLr u. R. F. GREENE,
strum. 19 (Nr. 10), 685 [1948].
2 J. VoLcer, Phys. Rev. 79 (Nr. 6), 1023 [1950].

Rev. Sci. In-

gemill Abb. 2. Das angelegte homogene Magnetfeld
soll senkrecht auf der Plattenebene stehen (z-Rich-
tung). Dann sind die elektrische Feldstirke € und
die Stromdichte j parallel zur zy-Ebene und nur
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Abb. 2. Verhalten von € und j auf den Rindern einer mit
Elektroden versehenen rechteckigen Halbleiterplatte.

noch Funktionen von z und y (zweidimensionales

Problem).
Das elektrische Feld € ist ein Potentialfeld. Fir

‘das elektrische Potential ¢ (z,y) gilt daher

Adp(z,y) =0. (2)

Zur Bestimmung der Potentialfunktion ¢ (x,7) mul}
die Differentialgl. (2) unter folgenden Randbedin-
gungen gelost werden: Da die Stromelektroden
Aquipotentiallinien sind, muB auf den b-Réndern
gelten

und

p(z,0) =U @(x,a) =0. (3)

U ist die Spannung an der Platte. Der HarL-Win-
kel ©@ zwischen der elektrischen Feldstirke € und
der Stromdichte j definiert durch

tg @ =0(B) Ry B (4)

ist bei homogenem Magnetfeld B eine Invariante.
Die Randbedingungen fiir die Potentialfunktion
@ (z,y) auf den beiden a-Randern (Abb. 2) lauten
daher
- (3"’ a¢> —o(B) RyB. (5)
= 4b/2

dz/ By

3 R.F. Wick, J. Appl. Phys. 25 (Nr. 6), 741 [1954].
1 F. Kvunrr, Eigenschaften der HaLi-Generatoren, Siemens-
Zeitschrift, S.370—376 [1954].
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Abb. 3. Abbildung des Rechtecks mit den Seiten a und b auf die obere {-Halbebene mit schematischem Verlauf der
, elektrischen Feldlinien in der -Ebene.

Die Losung der Differentialgl. (2) mit den Rand-
bedingungen (3) und (5) erfolgt durch konforme
Abbildung. Zu diesem Zweck wird die zy-Ebene
(Abb. 2) als komplexe z = (z+iy)-Ebene (Abb. 3a)
aufgefalit und die Abbildung des Inneren des Recht-
ecks auf die obere Hailfte einer komplexen (-Ebene
(Abb. 3 b) betrachtet. Diese Abbildung erfolgt durch
die Funktion ¢
¢

4 N (6)
2K(k) ) YA-)QA—k )
0

z(8) =
mit K (k) als vollstandiges elliptisches Integral erster
Gattung als Funktion des Moduls k. Durch die Ab-
bildungsfunktion (6) wird der Rand des Rechtecks
in die reelle Achse (&-Achse) der (-Ebene iiber-
gefiihrt, wobei die Eckpunkte z; = b/2; z, = b/2 + i a;
zg=—b/24+ia und z,= —b/2 in die Punkte
§1=+1; &=+1/k; &= —1/k und &= —1 iiber-
gehen. Die punktférmigen Harr-Elektroden P und
Q, d. h. die Punkte (b/2 +ia/2) und (—b/2 +ia/2)
in der z-Ebene werden auf die Punkte + 1/Vk und
—1/Vk in der (-Ebene abgebildet.. Der Modul %

ist durch das Seitenverhiltnis a/b iiber die transzen-
dente Gleichung
« K(J1-k)

b 2KGE) ()

bestimmt. Abb. 4 zeigt den durch (7) beschriebenen
Zusammenhang zwischen a/b und k. Fiir kleine a/b
und fiir groBe a/b konnen fiir Gl. (7) unter Ver-

5 H. Wess u. H. WeLker, Z. Phys. 138, 322 [1954].
5 H. J. Lieemaxy u. F. Kuvnrr, Z. Naturforschg. 13 a, 464
[1958], voranstehende Arbeit.

wendung der Entwicklungen? der vollstidndigen ellip-

tischen Integrale K (k) und K()1-—£k?) einfache

Néherungsausdriicke angegeben werden. Sie lauten

k:l—8exp{—;:} (7 a)
fiir den Bereich 0 < a/b < 0,35
und
e |
k=4 exp A (7b)

fiir den Bereich 0,85 < a/b <

und beschreiben in den angegebenen Bereichen Gl.
(7) mit einer Genauigkeit von ca. 1%.

Bei der konformen Abbildung nach Gl. (6) geht
das elektrische Potential ¢ (x,y) tber in eine Poten-
tialfunktion »(&,%) in der (-Ebene. Fiir v(&,7)
gelten entsprechende Randbedingungen auf der
&-Achse wie fur ¢ (z,y) auf den Randern des Recht-
ecks in der z-Ebene. Die elektrischen Feldlinien
haben in der oberen (-Halbebene den in Abb. 3b
dargestellten qualitativen Verlauf. Die durch die
Potentialfunktion wv(&, %) bestimmte Feldstarke

€ (&%) kann explizit angegeben werden (vgl.
Anm. 3:6)
| € (& )] (8)

% ;

T (€=1) G+ /K] 2= 6la | (G +1) (G — [1/K]) 12+ 6l

C’" ist eine Konstante, die im folgenden Abschnitt

bei der Berechnung der Harr-Spannung angegeben
wird.

7 F. OseruerTiNGer u. W. Macnus, Anwendung der ellipti-
schen Funktionen in Physik und Technik, Springer-Verlag,
Berlin/Gottingen/Heidelberg 1949, S. 3.
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2. Berechnung der Hall-Spannung einer recht-
edkigen Platte

Die HaLr-Spannung U, ist die Potentialdifferenz
zwischen den Punkten P und Q in der z-Ebene bzw.
den Punkten +1/Vk und —1/Vk in der {-Ebene.
Da die Stromelektroden Aquipotentiallinien sind.
liegen die beiden Punkte & = +1 und &= —1 auf
gleichem Potential. Die Harr-Spannung U, kann
also dargestellt werden als Differenz zweier Linien-
integrale iiber die elektrische Feldstirke (&, )
entlang der &-Achse von —1 bis —1/Vk und von
+1 bis +1/Vk, also

1k
Zy=
UVk
1Yk
Zy

Zur Bestimmung der Konstanten C” in Gl. (10) wird
der die rechteckige Probe durchflielende Strom i, in
Integralform ausgedriickt. 7, ist das mit der Platten-
dicke d multiplizierte Integral iiber die Normalkom-
ponente der Stromdichte j entlang der unteren
Stromelektrode (—1 < &< +1)

.,].// vk 1/ vk
U,,:/E@}cos(")df—/]@[cos@df. (9)
=1 1

Hierin ist | €| als Funktion von & durch Gl. (8) be-

stimmt. Durch die Substitution &= —1/(k &) kann
gezeigt werden, dal}
—1/Vk 1/k

[16]dé= [|G|ds
-1 1/Vk
ist. Fir die HavLL-Spannung erhélt man daher
Uy=C"cos O(Z—Zy), (10)
wobei die Integrale Z; und Zj; unter Berucksichti-
gung der durch die Betragstriche im Integranden
festgelegten Vorzeichen lauten:

ds . (10 a)

{(E=1) ([1/k] +&) }V2=00a { (§+1) ([1/k] —§) }1/2+6/a °

ds (10b)

- 1. ((E=1) ([1/k] +&) }1/2=6lx { (E+1) ([1/k] —&) 11246l °

+1 +1
ii=dcos® [|i|dé=da(B) cos? O [|E|d&,(11)
! ¢

da |j|=0(B)cos@|E|. Aus Gl (11) wird mit
Gl. (8) unter Beriicksichtigung der durch die Be-
tragstriche im Integranden festgelegten Vorzeichen

ii=do(B) cos2@C' N (12)
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+1
mit N

Mit Hilfe von Gl. (12) laBt sich die Konstante C” in
Gl. (10) eliminieren. Der Ausdruck fir die Hart-
Spannung lautet dann

_ is Z1—Z1
Un= do(B)cos® N
Erweitert man Gl. (13) mit dem Produkt R, B. so
wird mit (1) und (4)

(13)

Uh:Uhm G(a/bz @) (1‘1‘)
mit G (a/b, O) = si:@ Z‘;Z“. (15)

Die Havi-Spannung Uy, einer rechteckigen Halbleiter-
platte mit dem Seitenverhiltnis a/b und in der Mitte
der Lingsseiten angebrachten punktférmigen Havrr-
Elektroden 1aBt sich nach Gl. (14) darstellen als
Produkt aus der Harr-Spannung Uy, des unendlich
langen Streifens und einer Geometriefunktion

G(a/b, 0).

3. Herleitung analytischer Ausdriicke fir die
Geometriefunktion G(a/b, ©) durch Entwick-
lungen

Eine geschlossene Auswertung der Integrale
(10a), (10b) und (12 a) ist nicht moglich. Im fol-
genden werden deshalb Entwicklungen dieser Inte-
grale durchgefiihrt, die fiir kleine @ und fir
O — 7/2 auf analytische Ausdriicke fiir die Geo-
metriefunktion G (a/b, @) fiihren.

3.1. Entwicklung von G(a/b, ®) fiir kleine ©

3.1.1. Die Integrale Zy, Z\; und N. Die Entwick-
lung des Nennerintegrals (12a) fir kleine Harr-
Winkel ¢ © ergibt fiir kleine a/b
7 S:{ l

N=2kK(k)‘l+@~2n2K(k)! (16 a)
_sNy 190
S, — }_“ TR 1,2021
und fiir groBe a/b
N—2kK(k) {1+@'—’ - (16 b)

4Kk |-

Erweitert man die Integranden der Zahlerintegrale
71 und Z;; mit dem Modul % und fiithrt in (10a) die
Substitution

EFD) A=K

TE=-DA+EY ihia]

OO QR+ JR= 6 (148 ([1/k] —§) yuz 6l |

H.J. LIPPMANN UND F.KUHRT

=1 (12 a)

und in (10b) die reziproke Substitution
1 (E+1)(A-k¥)

i G—1) (+kE) (L)

durch, so erhalt man fiir die in der Geometriefunk-
tion auftretende Differenz der Integrale

1
Z[—Z”:tk /2—6/.1_26/3 di
i VA Vak(+2)2+ (1—k)2(1—4)2"

Die weitere Substitution 4 =e 2" fiihrt auf die Form

k+(1+k)2Sinzy (18)

Zi—Zu=2k / Vf”‘ L s S P
0
Fiir kleine @ laBt sich €in(2[@/a]») in eine
Tavror-Reihe nach @/7 entwickeln. Aus der Ent-
wicklung bis zur dritten Potenz in ©/a folgt dann
fur Z]—— Z”

(@] 2 (@\2
Zy—Zy—4k? {D,(k) + 3(1) Dy(k)  (19)
By O 3 v dv
mit D, (k) = Akt (1K) Gint (20)
0
und D, (k) = i (21)

J Vadk+(1+k)28inzy’
0

Die Integrale (20) und (21) fiihren fiir kleine a/b
(a/b—0, k— 1) und groBe a/b (a/b—~, k—0)
auf einfache Naherungsausdriicke. Beschrankt man
sich bei der Entwicklung fiir kleine a/b im Hinblick
auf die k-Abhéangigkeit der Geometriefunktion
G(a/b,®) auf die erste Niherung, so kann man
setzen

o0

A 1 vdy
Dy(k) =Dy (1) = [ 29
0

N (=D
= (2n+1)?

n=0

—T,=0,91597

A _— »3dy
Dy (k) =Dy(1) =3 il
0
—6 Y V" _67,-6-098894
(2n+1)4 4 ’ :

n=0

und

¥ F. Toéuke, Praktische
Berlin 1950, S. 364 f.

Funktionenlehre. Springer-Verlag.
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Fiir groe a/b (k— 0) reicht es nicht aus, sich auf
das Glied Dy (k) =D;(0) zu beschrinken. Um die
k-Abhiangigkeit der Geometriefunktion bis zur zwei-
ten Niherung zu erhalten, wird im Anhang eine

Entwicklung von D, (k) fiir kleine % bis zum zwei-
ten Glied durchgefiihrt. Es ergibt sich:

D, (k) — (2/4) {1 - (8/=®) Vk(1—[2/9] k) }. (22)

Da das Integral (21) fir Dy(k) in Gl (19) mit
(©/)? multiplikativ behaftet ist, @/x aber voraus-
setzungsgemil klein ist, so kann man fiir grole a/b
setzen

D, (k) =D, (0) — /e:; v
0

479

Zusammenfassend gilt damit fir den Zahler Z; — Z;;
der Geometriefunktion G (a/b, @) fiir kleine a/b

Zi-Zu-*mre 1t Tie2l (234
./ | a2 Ty J
und fiir grofle a/b
Zi—Zy-ak6[1- 8 Vk(lf zk)+@2‘ .
| a2 9 3 |
(23b)

3.1.2. Analytische Ausdriicke fiir G(a/b, ©) fir
kleine © und deren Giiltigkeit. Durch Einsetzen von
(16 a u. b) sowie (23a u. b) in Gl (15) ergeben
sich unter gleichzeitiger Entwicklung von

sin ®—= 6O (1—[62/6])

—12 vl _ 1o @ = fir die Geometriefunktion G(a/b, ®) bei kleinen
= (2n+1)* 9 8 HavrL-Winkeln @ die Ausdriicke:
1 2 To{1+4 (4/a%) (T,/T,) 62} . ,
G(a/b, ®) = 1 (0%6) 7K {1+[7 Sy/2 2 K (K)] ©2) fiir kleine a/b (24 a)
pesid G(afb,0) = . L *1—@/2) VkQA—[29 k) +6%3} gy o6 4. (24b)

1— (62/6) 2K (k) {1+ [/4 K (k)] O}

Mit (7 a) und dem Naherungsausdruck des vollstandigen elliptischen Integrals K (k) fir £— 1, also fur
a/b— 0 (s. Anm. ") folgt aus (24 a)

" G2 24 T, 845,
G(a/b,0) = T, Z {1+ 6 (1+ 21, 3 Z>} =

Dieser Entwicklungsausdruck gilt mit einem Fehler bis zu ca. 1% in dem Wertebereich 0 < a/b < 0,35 und
0 < 6 < 0,45. Entsprechend erhilt man aus (24 b) mit (7b) und dem Naherungsausdruck des vollstandi-
gen elliptischen Integrals K (k) fiir k— 0, also a/b— o~ (s. Anm.7),

G(a/b,0) =1— }lg exp{—;:}(l— gexp.{—n Z})(l_ @;)

und 0 <60 <045.

(26)

mit dem Giiltigkeitsbereich 1,0 < a/b <

3.2. Entwicklung von G(a/b,®) fir & — =/2

3.2.1. Die Integrale Z1, Zi; und N. Wir beginnen mit der Entwicklung des Integrals Z; Gl. (10a). Als
EntwicklungsgroBe wird & =1/2 — @/a gewihlt. Integral Z; lautet dann:
1k i
Zi= | — — . . ; (27
! ./{(5—1) ([1/R1+8) e { (E+1) ([1/R) —&) J1—e )
1Yk
Der Integrand hat im Integrationsbereich eine Singularitdt bei & =1/k. Das Integral iiber diese Singulari-
tit divergiert fiir e— 0, d. h. fiir ® — /2. Da eine Entwicklung des Integrals fiir ¢ — 0 angestrebt wird.
das Verhalten von Z; aber entscheidend durch die Singularitidt bei &=1/k beherrscht wird, spalten wir
einen Term Z;(?) (¢) ab, der diese Singularitiit in geschlossen integrierbarer Form enthalt:
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Zy=Z0 (&) + ;W (¢)

1/k
20 = || :

und

1/ vk

Die Konstante p wird so bestimmt, daf§ fir $=1/k
der Zihler des Integranden von Z;'V(¢) verschwin-
det, und damit der Integrand von Z;V(e) bei
& =1/k reguldar wird. Diese Bedingung liefert
ke k (14k)f
p=
2t 1+k |1—k|
und daher fir
1/k )
0) - ds
A ﬁp/ ([1/k]— 51
1/ vk
_1 k {(H—k)(l—l/k)lg
e1+k | 20—k
oder fiir kleine ¢ entwickelt
70 (e Kk [1 (+k) A=k |
G =g ™ i
ZyW (¢) kann kein Entwicklungsglied mit 1/¢ mehr
enthalten. Das nachst hohere Glied in der Entwick-
lung nach Potenzen von ¢ ist das von ¢ freie Glied.
Das Integral Z;V(e) liefert zu diesem Glied den
Beitrag
Zl“) (F = 0)

1/k
1 k 1 -

:./[(5+1)<[1/k1-—5)_1+k (k-5
1/ vk

Nach Partialbruchzerlegung des ersten Terms in die-
sem Integral erhélt man
) k (1+k)

(=00 =y n VEQ+VEk)
Die Summe aus der Entwicklung von Z;® (¢) und
dem Ausdruck Z;V (¢=0) liefert nach (27a) die
Entwicklung des Integrals Z; bis zum zweiten Glied,
also

T st | 4l

o (1+k)? |
1+k ¢ |

2 VEQ+Vk)2|®
Das Integral Zj; lautet nach Einfiihrung der Ent-
wicklungsgroBe &
1yk .
Zor= | o .
" ./{(5—1)([1/16]+5)}‘{(§+1)([1/k]—§)}1"
(29)
Der Integrand besitzt im Integrationsbereich eine
Singularitat bei £ = + 1. Diese Singularitat ist inte-

(28)

mit Z,(e) =p /([l/k]dif)lvf

H.J. LIPPMANN UND F.KUHRT

1/k
(27 a)
1/Vk

p d¢

{E=1) (/K] +8) Je {E+D) ([1/R) =& J=e  ([1/k]—E)1¢

grabel und ergibt fiir é¢— 0 einen endlichen von ¢
unabhéngigen Beitrag zum Gesamtintegral. Das erste
Glied in einer Entwicklung nach ¢ ist daher das von
¢ freie Glied, also
1/vk 5
d k 1+ Vvk)?

diest= /(5+1> ([k1=8 14k 2 VVk """ '
1

(30)
Als Entwicklung der in G(a/b, @) Gl (15) auftre-
tenden Differenz Z; — Z;; erhélt man schlieSlich mit
(28) und (30)

ZI~Z”: ’ 1{1+2?]n il

14k & (1+1/k)2}' =
Die Entwicklung des Nennerintegrals (12a) liefert
fir groBe HarL-Winkel @ — 7/2 in Analogie® zu

Z[ und Z”
kE 1 1+k
s E{l +2¢ln l—k}"
3.2.2. Analytischer Ausdruck fiir G(a/b,®) bei
groBBen HavL-Winkeln und dessen Giiltigkeit. Durch
Einsetzen der Entwicklungen (31) und (32) in
Gl. (15) folgt fiir die Geometriefunktion G (a/b, @)
bei gleichzeitiger Entwicklung von sin @ =cosa ¢
=15...
1+2eIn{[14+k]/[(1+ VEk)*]}
Gldfb, 8] = - T142:em{(4k)/0—k))
In Ausdruck (33) fiir G(a/b, ®) sind Zahler und
Nenner Entwicklungen nach ¢ bis zum linearen
Glied. Um den Wertebereich der Variablen a/b und
O angeben zu konnen, in dem Gl. (33) mit einem
Fehler kleiner ca. 1% gilt, so muf} die Giiltigkeit der
Entwicklungen fiir den Zihler, d. h. fiir die Inte-
grale Z; und Zj;, sowie fiir den Nenner, d.h. fir
das Integral NV und sin © getrennt bestimmt werden.
Wenn in Z; das lineare Glied
1 1+k2
2Vk(+Vk)*?
bleibt, wird das quadratische Glied in ¢ von der
GroBenordnung 0,01 sein®. Diese Bedingung wird

N= (32)

(33)

<0.1

9 Daf} diese Abschiatzung des Giiltigkeitsbereichs erlaubt ist,
zeigt der Vergleich der durch Entwicklung gewonnenen
Ergebnisse mit der numerischen Auswertung von (15) mit
(10a), (10b) und (12a).
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oberhalb der im ©-a/b-Diagramm (Abb. 5) aus
zwei Asten bestehenden Kurve 1 erfiillt. Fiir die
Giltigkeit von Zj; gilt in gleicher Weise
eln SF VAT <0,1

2k ’
(Giiltigkeitsbereich oberhalb der Kurve 2 in Abb.5).
Die Bedingung

1+k

eln - <0,1

fiilhrt auf den Giltigkeitsbereich der Entwicklung
des Nennerintegrals N oberhalb der Kurve 3 in
Abb. 5. Fiir die Entwicklung von sin O gilt schliel-
lich m£< 0,14 (Bereich oberhalb der in Abb. 5 zur
Abszisse parallelen Geraden 4). Fiir die Giiltigkeit

7

%

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 ar

Abb. 5. Giiltigkeitsbereich der Entwicklung fiir groe Magnet-
felder (@ — x/2).

des Ausdrucks (33) miissen alle vier Bedingungen
gleichzeitig erfiillt sein. Als Giltigkeitsbereich fiir
Gl. (33) resultiert daher das in Abb. 5 schraffierte
Gebiet.

Fiir die Geometriefunktion G (a/b, @) erhilt man
somit in dem vorangehend abgegrenzten Werte-
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bereich mit 7 ¢ = cotg O

12 1V, .6
G(a/b,0) =1 nln Vi cotg @ . (34)

4. Zusammenfassung und Diskussion
der Ergebnisse '

Die Losung des Randwertproblems einer recht-
eckigen, stromdurchflossenen Platte im transversalen
Magnetfeld fiihrt auf einen Integralausdruck fir die
zwischen den Punkten P und Q in der Mitte der
Platte auftretende HavLi-Spannung U, (Abb. 1).
Danach laBt sich die Hari-Spannung U), darstellen
als Produkt der Hari-Spannung Uy, des unendlich
langen Streifens und einer Geometriefunktion
G (a/b, ©), die vom Seitenverhiltnis a/b der recht-
eckigen Platte und vom HaLL-Winkel @ abhingt.

Die Entwicklung der Integrale in G(a/b, ©) lie-

fert einfache analytische Ausdriicke, die das Verhal-
ten der Geometriefunktion fiir kleine und grofle
HavrL-Winkel beschreiben. In Tab. 1 sind die in Ab-
schnitt 3 gewonnenen Entwicklungsausdriicke fiir
G (a/b, ©) zusammengestellt.
Die GroBle £ in (34) ist durch die transzendente
Gl. (7) als Funktion des Seitenverhiltnisses a/b be-
stimmt. Die Ausdriicke (35) und (36) erhilt man
aus (34) mit Hilfe der Entwicklungen (7a) und
(7b).

In Abb. 6 sind in einem O-a/b-Diagramm die
Giltigkeitsbereiche fir die angegebenen Entwick-
lungen schraffiert eingezeichnet. Der Wertevorrat
zerfallt danach in drei nicht zusammenhéngende Be-
reiche I, II und III. I ist der Giiltigkeitsbereich fiir
Gl. (25), II der Gultigkeitsbereich fiir (26) und

2 b

84 Sy a)} (25) 1 —(z — 2]:2 - iexp{—— ; Z}) cotg ©

Seitenverhaltnis |
ElEHTElans kleine Hari-Winkel 6
alb
beliebig
. 8 a G2 24 T,
klein = T, b {1 + 5 (1 + o 7,
1 16 I T oa - 87 - _Iﬂj
grof} il_ﬂ‘exPli 2"'}(1 gexp{ ”b})(l 3)

grofe HaLL-Winkel &

1— 21n1+l/k

—~ 1—1/1;00th

(34)

(35)

8
1 == exp{~ ’_: Z}cotg@ (36)

Tab. 1.
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Abb. 6. Giiltigkeitsbereiche der analytischen Ausdriicke fiir
G (a/b, O).

schlieBlich III der Gultigkeitsbereich fir Gl. (34)
mit den Unterbereichen III a und IIIb fiir (35) und
(36). Der Giiltigkeitsbereich der angefiihrten Ent-
wicklungen ist dadurch definiert, daf} fiir den Werte-
vorrat der einzelnen Bereiche der Fehler kleiner ca.
1% bleibt. Der durch die schraffierten Bereiche nicht
iiberdeckte Wertevorrat im ©-a/b-Diagramm wurde
durch numerische Auswertung der Integrale (10a),
(10b) und (12 a) erschlossen.

Abb. 7 zeigt G (a/b, @) als Funktion von a/b mit
O als Parameter. Mit & — 0 strebt die Geometrie-
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Abb. 7. Geometriefunktion G (a/b, @) =Up/Un, als Funktion
des Seitenverhiltnisses a/b mit Hari-Winkeln 6 als Parameter.

funktion gegen die Grenzkurve G(a/b,0), die sich
fiir kleine a/b nach (25) wie eine Nullpunktsgerade
mit dem Anstieg (8/a%) T, verhilt und fiir groBe
a/b nach (26) exponentiell in die im Abstand 1 zur
Abszisse parallele Gerade einmiindet. Fiir alle © + 0
wird G(a/b, ©) durch Kurven dargestellt, die ober-
halb dieser Grenzkurve liegen. Fiir a/b— cogeht
10 Fiir die numerische Auswertung der Integrale (10a),

(10b) und (12a) danken wir den Herren H. Horrmany

und G. ZecLix vom Mathematischen Institut der Siemens-
Schuckertwerke AG., Erlangen.

H.J. LIPPMANN UND F.KUHRT

daher G (a/b, ©) fiir alle O gegen 1, d. h. die HaLr-
Spannung Uy wird identisch mit der Havri-Span-
nung U, des unendlich langen Streifens. Bis zu
einem HarL-Winkel @ von ca. 30° werden die Kur-
ven G(a/b,®) durch (25) und (26) beschrieben.
fur ®—x/2 (d.h. im Giltigkeitsbereich III in
Abb. 6) durch (34). In dem Zwischengebiet, in dem
die Giiltigkeit der analytischen Entwicklungsaus-
driicke versagt, wurde G(a/b, ©®) durch numerische
Auswertung der Integrale (10a), (10b) und (12a)
bestimmt 10,

Fiir kleine Harr-Winkel @, d.h. fir kleine
Magnetfelder B erhalt man nach (14) unter Bertick-
sichtigung von (1), (4) und (25) bzw. (26) fiir die
Harr-Spannung Uy, eine Entwicklung nach B bis zur
dritten Potenz. In dieser Entwicklung ist das lineare
Glied in B mit einem Koeffizienten behaftet, der fiir
alle endlichen Seitenverhiltnisse a/b kleiner ist als
der Proportionalitatsfaktor Ry, i;/d zwischen der
Havrr-Spannung des unendlich langen Streifens Uy
und B. Von den elektrischen Daten des Halbleiter-
materials enthalt dieser Koeffizient nur die Havr-
Konstante Ry, . In den Entwicklungskoeffizienten des
Gliedes B? geht dagegen neben Ry auch die Leit-
fahigkeit (B) ein. 6(B) kann in dem Koeffizienten
von B3 durch 6(0) ersetzt werden. Die Abnahme
der Leitfahigkeit ¢ mit dem Magnetfeld ist namlich
fiir kleine Magnetfelder quadratisch!! in B und
wirkt sich daher erst im Entwicklungskoeffizienten
des Gliedes 5. Ordnung in B aus.

Fiir groBe Magnetfelder (6O — @/2) wird das
asymptotische Verhalten der Havr-Spannung U,

nach (14) mit (1), (4) und (34) beschrieben durch

Ry . 2 is

U= "LiB- (37)

Nach (35) ist die HaLL-Spannung Uy, fiir grofle Ma-
gnetfelder gleich der HaLL-Spannung des unendlich
langen Streifens vermindert um ein Glied, das nur
wegen o(b) magnetfeldabhingig ist. Die Leitfdhig-
keit ¢(B) nimmt fiir grole Magnetfelder nur
schwach mit wachsendem B ab, so dal} die Havr-
Spannung einer rechteckigen Platte mit endlichem
Seitenverhiltnis /b wegen des ersten Termes in
Gl (37) praktisch linear mit B wichst. Da die
Harr-Spannung nicht grofler werden kann als die an
die Probe angelegte Spannung U, ist es interessant,

1 H, Frouvicn, Elektronentheorie der Metalle, Springer-Ver-
lag, Berlin 1936, S. 232 fi.
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in diesem Zusammenhang das asymptotische Verhal-
ten von U anzugeben. Fiir grofle Magnetfelder B
wird U beschrieben durch ¢

U= Ry isB+ 2 is
d 7z do(B)

2k
so dafl man fiir die Differenz zwischen Plattenspan-
nung U und Hair-Spannung U, den fur alle
k(0 <k < 1) positiven Ausdruck
2 i (A+VR?
7 do(B) 2Vk
erhilt oder mit Hilfe der Entwicklungen (7 a) und
(7b) fir k—~O0 und k—1

1 a

(38)

U-Un= (39)

o8 bd is fiir groBe a/b , (39a)
UTOT s, fiir kleine a/b (39b)
o(B) nd *° )

Die Harr-Spannung U, wichst zwar fir B—~
linear mit B an, bleibt aber stets um den durch
(39) angegebenen, fiir grole Magnetfelder an-
nidhernd konstanten Betrag kleiner als die an die
Platte angelegte Spannung U .

Anhang

Entwicklung von Dy (k) fir k— 0

Aus dem Integral (20) fiir Dy (k) wird (1+k) aus-
geklammert. Man erhilt dann

v dy
Dl(k):/]/4k+(l+k)2€in2r
0
1 f vdy 1
T 14k ) Vrd@inzy 14k
0

mit x=2Vk/(1+k). Mit k— 0 geht auch x gegen
Null. Man kann sich daher zunichst auf eine Entwick-
lung von f(x) fiir kleine » beschrinken. Hierzu wird
der Integrationsbereich des Integrals f(x) in der fol-
genden Weise aufgespalten:

1(%)

(%) (40)

v dy

Vx2+CinZy

_ v dv

) Vx2+Ginzy il
0

Wird nun o so gewihlt, dal stets o > x ist, gleich-

zeitig aber p mit » — 0 gegen Null geht, so kann man

im ersten Integral von (41)

o 13
Sinv=y+ 6 oder

setzen und im zweiten Integral

P s pd
oMy =»=+ 3

/ 22
2 Sin2 s ;
w+Om*Fy=0iny |/1 ;
Vit + ]/ T Ginzy

~. xE 1 )
=3in» (1+ : )

ity
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Damit ergibt sich fiir f(x)
4 d P’ d 2 [ 1
v ay " » ar _ x° ryar
1) = / Vx2+v2+4 (v4/3) Tu/ Sinr 2 /"’in“ v
0 4 0
(42)

Mit Hilfe der Substitution »>=7 erhidlt man fiir das
erste Integral

0* )
]/3/ dr 3 ln{1+§(92+1/94+392+3x2)]
2 ) ye+3c+3x2 2 1+ (2/1/3) = |

oder bis zum Glied dritter Ordnung in ¢ und x ent-
wickelt:

n

/ v dv __H+1x’ 4u2+1x20~ 0
J VxEHr24 (v4/3) =0 20 9 47 - 18
0

(43)

Das zweite Integral in Gl. (42) kann man in zwei Inte-
grale aufspalten

oc
v dr

_ /'vdv_ F vy ﬂg_f(lf 1/2)d11
J Siny J Giny / y(1+[»2/6]) 4 )\ 6
0 0

o 0

oo

rdy a2 ar 0®
Siny 4 b 18~

e

oder (44)

Durch partielle Integration des dritten Integrals in (42)
ergibt sich
o0 o0
/ v dv 0Cojo | 1 1 vdr
J Sindy  28in%p T 2Cin o 2 /S»in '
0 e

Unter Benutzung von (44) und nach Entwicklung des
ausintegrierten Anteils nach o erhdlt man

oo
v dv 1 a2

Sindy o 8+

(45)

[SCRS)

e

Setzt man (43), (44) und (45) in (42) ein, so lautet
die Entwicklung von (41) fiir kleine % bis zum dritten
Glied

2

_7 LN
f(») = 4 —At ggEt— g%
Die durch Aufspalten des Integrationsbereichs einge-
fiihrte Rechengrofe o fillt also wieder heraus. Der
Ubergang von f(x) auf D;(k) liefert schlieflich die
unter 3.1.1. angegebene Entwicklung
i

2 ey Bgon B B oaly BN
g 2k gkt= 411“:12”“(1 s)k,)l

(22)

Dy (k)



